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مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

فهرست

:فهرست

مقدمه

 محدودیتسازی تک متغیره بدون کمینه

 با محدودیتسازی تک متغیره کمینه



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

به دنبال چه هستیم؟

UEیافتن جریان در کمانها در شرایط تعادل 

مقدمه

𝑿∗ = {𝑥1
∗, 𝑥2
∗, … , 𝑥𝑛

∗}

ام در شرایط تعادل𝒊حجم جریان در کمان 

𝒙𝒊
∗

نقطه جواب کمینه جهانی



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

فرم استاندارد مسئله کمینه سازی

مقدمه

𝑀𝑖𝑛 𝑧 𝑿

𝑔𝑗 𝑿 ≥ 𝑏𝑗 𝑗 = 1,… , 𝐽

:𝑿به ازای هر بردار امکانپذیر 

:به طوری که

𝑿∗ = {𝑥1
∗, 𝑥2
∗,… , 𝑥𝑛

جواب{∗

𝑧 𝑿∗ ≤ 𝑧 𝑿

𝑔𝑗 𝑿
∗ ≥ 𝑏𝑗 ∀𝑗 ∈ (𝑠𝑒𝑡 𝑜𝑓 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑡𝑠)
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره بدون محدودیت

محدودیتسازی تک متغیره بدون کمینه 

𝑀𝑖𝑛نقطه کمینه مسئله  𝑍 𝑥در نقطه ای است که :𝒅𝒁(𝒙)

𝒅𝒙
= 𝟎

(Stationary Point)نقطه سکون = نقطه با مشتق صفر 

𝑀𝑖𝑛یک نقطه، نقطه کمینه مسئله  𝑍 𝑥باشد:

شرایط درجه اول بهینگی
First Order Conditions

.مشتق صفر باشدشرط لازم
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره بدون محدودیت

𝒅𝒁(𝒙)

𝒅𝒙
= 𝟎

Ditonicتابع 
Z(x)

x
نقطه کمینه جهانی
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره بدون محدودیت

شرایط درجه اول، کافی نیست؟

Z

x

نقطه کمینه محلی

نقطه بیشینه محلی

نقطه کمینه جهانی

نقطه عطف

... کمینه 
...جهانی 
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره بدون محدودیت

:اشدشرط کافی برای آن که یک نقطه سکون، کمینه محلی ب

Z(x)

x

.تابع در حوالی این نقطه اکیداً محدب باشد



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره بدون محدودیت

:عشرایط اکیداً محدب بودن یک تاب

Z(x)

x

𝜽(𝟎و هر 𝒙𝟐و 𝒙𝟏برای هر دو نقطه  < 𝜽 < :اکیداً محدب است اگر𝒁(𝒙)تابع( 𝟏

𝒁 𝜽𝒙𝟏 + 𝟏− 𝜽 𝒙𝟐 < 𝜽 𝒁(𝒙𝟏) + 𝟏 − 𝜽 𝒁(𝒙𝟐)

𝒙𝟏 𝒙𝟐

𝜽𝒙𝟏 + (𝟏 − 𝜽)𝒙𝟐

𝒁 𝜽𝒙𝟏 + 𝟏− 𝜽 𝒙𝟐

𝜽. 𝒁(𝒙𝟏) + 𝟏 − 𝜽 . 𝒁(𝒙𝟐)

تعریف، بدون نیاز 
به مشتق پذیری

1تعریف 
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره بدون محدودیت

𝜽(𝟎و هر 𝒙𝟐و 𝒙𝟏برای هر دو نقطه  < 𝜽 < :محدب است اگر𝒁(𝒙)تابع( 𝟏

𝒁 𝜽𝒙𝟏 + 𝟏 − 𝜽 𝒙𝟐 ≤ 𝜽. 𝒁(𝒙𝟏) + 𝟏 − 𝜽 . 𝒁(𝒙𝟐)

1تعریف :عشرایط محدب بودن یک تاب
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره بدون محدودیت

:عشرایط اکیداً محدب بودن یک تاب

Z(x)

x

:اکیداً محدب است اگر𝒁(𝒙)تابع𝒙𝟏در نقطه 

𝒁(𝒙𝟏) +
𝒅𝒁(𝒙𝟏)

𝒅𝒙
(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏) < 𝒁(𝒙𝟐)

𝒙𝟏 𝒙𝟐

𝒁(𝒙𝟐)

تعریف، نیاز به 
مشتق پذیری

پیوسته

2تعریف 

𝒁(𝒙𝟏) +
𝒅𝒁(𝒙𝟏)

𝒅𝒙
(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره بدون محدودیت

:شرایط محدب بودن یک تابع

:محدب است اگر𝒁(𝒙)تابع𝒙𝟏در نقطه 

𝒁(𝒙𝟏) +
𝒅𝒁(𝒙𝟏)

𝒅𝒙
(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏) < 𝒁(𝒙𝟐)

2تعریف 
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره بدون محدودیت

:عشرایط اکیداً محدب بودن یک تاب

𝒁(𝒙)در اطراف نقطه سکون به طور پیوسته دو بار قابل مشتق گیری باشد، آنگاه 𝒁(𝒙)اگر تابع

:اکیداً محدب است اگر
𝒅𝟐𝒁(𝒙)

𝒅𝒙𝟐
> 𝟎

تعریف، نیاز به 
دو بار مشتق پذیری

پیوسته

3تعریف 
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره بدون محدودیت

:شرایط محدب بودن یک تابع

𝒁(𝒙)در اطراف نقطه سکون به طور پیوسته دو بار قابل مشتق گیری باشد، آنگاه 𝒁(𝒙)اگر تابع

:محدب است اگر
𝒅𝟐𝒁(𝒙)

𝒅𝒙𝟐
≥ 𝟎

3تعریف 



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

.تابع در نقطه کمینه جهانی، اکیداً محدب است

آیا می توان گفت، نقطه کمینه جهانی یگانه است؟

Z(x)

x
نقطه کمینه جهانینقطه کمینه جهانی

کمینه سازی تک متغیره بدون محدودیت
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

در یک تابع، یگانه نقطه ی کمینه جهانی است؟𝒙شرط کافی برای اینکه نشان دهیم نقطه 

اکیداً محدب باشد𝒙تابع در حوالی نقطه 
+

.تابع در سایر نقاط، محدب باشد
Z(x)

x
یگانه نقطه ی کمینه جهانی

کمینه سازی تک متغیره بدون محدودیت
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

اگر تابعی تنها یک نقطه کمینه جهانی داشته باشد، حتماً محدب است؟: سوال

Z(x)

x
تنها نقطه کمینه جهانی

کمینه سازی تک متغیره بدون محدودیت

تابع غیرمحدب



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

مینه باشد، می توان گفت حتماً تنها یک نقطه ک( نه اکیداً محدب)اگر تابع در همه نقاط محدب : سوال
جهانی دارد؟

Z(x)

x
دارای تعداد نامحدود نقطه کمینه جهانی

کمینه سازی تک متغیره بدون محدودیت

تابع محدب
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

𝒁به عنوان یگانه نقطه کمینه جهانی تابع ∗𝒙یافتن  𝒙:

کمینه سازی تک متغیره بدون محدودیت

 ( شرط لازم)شرایط درجه اول بهینگیFirst Order Cond.

(.کار با مشتق اول)برابر صفر باشد ∗𝒙مشتق تابع در 

 ( شرط کافی)دوم بهینگی شرایط درجهSecond Order Cond.

Z(x). (کار با مشتق دوم)باشد اکیداً محدب باشد و در سایر نقاط، محدب ∗𝒙تابع در 

x
تنها نقطه کمینه جهانی



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره با محدودیت

𝑴𝒊𝒏با محدودیتسازی تک متغیره کمینه  𝒛 𝒙

s.t.

𝒙 ≥ 𝒂′

𝒙 ≤ 𝒂′′

Z(x)

x
𝒂′ 𝒂′′

𝒙 ≤ 𝒂′′

محدود کننده

𝒙 ≥ 𝒂′

محدود کننده



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره با محدودیت

𝒈𝒋: نمایش استاندارد محدودیت 𝒙 ≥ 𝒃𝒋

𝑴𝒊𝒏 𝒁 𝒙

s.t.

𝒙 ≥ 𝒂′

−𝒙 ≥ −𝒂′′

𝒈𝟏 𝒙 = 𝒙 ≥ 𝒂
′

𝒈𝟐 𝒙 = −𝒙 ≥ −𝒂
′′

𝒈𝒋اگر  𝒙 ≥ 𝒃𝒋محدودکننده باشد :
𝒅𝒈𝒋(𝒙

∗)

𝒅𝒙
𝒅𝒁(𝒙∗)و 

𝒅𝒙
.  هر دو دارای یک علامت هستند



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره با محدودیت

Z(x)

x
𝒂′ 𝒂′′

𝒙 ≤ 𝒂′′

محدود کننده

𝒙 ≥ 𝒂′

محدود کننده

𝒅𝒈𝟏(𝒙
∗)

𝒅𝒙
> 𝟎 ,
𝒅𝒁(𝒙∗)

𝒅𝒙
> 𝟎

𝒅𝒈𝟏(𝒙
∗)

𝒅𝒙
< 𝟎 ,
𝒅𝒁(𝒙∗)

𝒅𝒙
< 𝟎

«هم علامتی»
در نقطه کمینه

در نقطه کمینه

در نقطه کمینه
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره با محدودیت

𝒅𝒁(𝒙∗)

𝒅𝒙
= 𝒖𝒋
𝒅𝒈𝒋(𝒙

∗)

𝒅𝒙
𝒋 = 𝟏, 𝟐 𝒖𝒋 ≥ 𝟎

:شتدر نقطه کمینه را اینگونه نو« هم علامتی»می توان 

در نقطه کمینه

𝒅𝒁(𝒙∗)

𝒅𝒙
= 

𝒋

𝒖𝒋
𝒅𝒈𝒋(𝒙

∗)

𝒅𝒙

𝒖𝒋 ≥ 𝟎

𝒖𝒋 𝒃𝒋 − 𝒈𝒋(𝒙
∗) = 𝟎

𝒈𝒋(𝒙
∗) ≥ 𝒃𝒋

در نقطه کمینه
شرایط درجه اول بهینگی

First Order Conditions



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره با محدودیت

؟؟(بشرط کافی کمینگی و یگانگی نقطه جوا)دوم بهینگی شرایط درجه 

(؟)اکیداً محدب باشد و در سایر نقاط، محدب باشد ∗𝒙تابع در 

Z(x)

x

ناحیه امکانپذیر



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره با محدودیت

(:تعیین کمینگی و یگانگی نقطه جواب)دوم بهینگی شرایط درجه 

باشداکیداً محدب باشد و در سایر نقاط، محدب ∗𝒙تابع در 

+

(اقع شودیعنی برای دو نقطه امکانپذیر، خط واصل آنها کاملا در ناحیه امکانپذیر و)ناحیه امکانپذیر محدب باشد 



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی تک متغیره با محدودیت

شرایط درجه اول بهینگی
First Order Conditions

شرایط درجه دوم بهینگی
Second Order Conditions

𝒅𝒁(𝒙∗)

𝒅𝒙
= 

𝒋

𝒖𝒋
𝒅𝒈𝒋(𝒙

∗)

𝒅𝒙

𝒖𝒋 ≥ 𝟎

𝒖𝒋 𝒃𝒋 − 𝒈𝒋(𝒙
∗) = 𝟎

𝒈𝒋(𝒙
∗) ≥ 𝒃𝒋

.باشداکیداً محدب ∗𝒙تابع در 

.دباشنقاط، محدب تابع در سایر 

.باشدامکانپذیر محدب ناحیه 

شرط لازم

شرط کافی

𝑴𝒊𝒏: یگانه جواب مسئله کمینه سازی باشد∗𝒙اینکه نقطه شرایط  𝒁 𝒙
s.t.
𝒈𝒋 𝒙 ≥ 𝒃𝒋 ∀𝒋
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

تمرین
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل
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