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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل
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تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

𝑴𝒊𝒏 𝒁 𝑿,𝒒 = 

𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎− 

𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎

(:با تقاضای متغیر)مسئله تخصیص ترافیک در شرایط تعادل استفاده کننده 

𝒙𝒂:محدودیت تعریفی = 

𝒓

 

𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔𝜹𝒂,𝒌
𝒓𝒔

S.t.

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 = 𝒒𝒓𝒔 = 𝑫𝒓𝒔 𝒖𝒓𝒔 ∀𝒓, 𝒔

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌,𝒓, 𝒔

تابع عملکرد کمانها هاODتابع معکوس تقاضای 

مدل ریاضی



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

(شروط کوهن تاکر)شرایط درجه اول بهینگی بررسی 

𝑴𝒊𝒏 𝒁 𝑿(𝒇, 𝒒) = 

𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎− 

𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎

S.t.

 𝒌𝒇𝒌
𝒓𝒔 = 𝒒𝒓𝒔 = 𝑫𝒓𝒔 𝒖𝒓𝒔 ∀𝒓, 𝒔 𝒇𝒌

𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔 𝒒𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝒙𝒂 = 

𝒓

 

𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔𝜹𝒂,𝒌
𝒓𝒔

تابع لاگرانژ مسئله 𝑳 𝒇, 𝒒, 𝒖 = 𝒁 𝑿 𝒇, 𝒒 + 

𝒓𝒔

𝒖𝒓𝒔(𝒒𝒓𝒔 − 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔)

S.t.

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔
𝒒𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

(تعریفی)محدودیت ضمنی 

درجه اولشرایط 



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

شرایط درجه اول بهینگی
First Order Conditions

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝑳 𝒇, 𝒒, 𝒖 = 𝒁 𝑿 𝒇, 𝒒 + 

𝒓𝒔

𝒖𝒓𝒔(𝒒𝒓𝒔 − 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔)

S.t. 𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔 𝒒𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝒇𝒌
𝒓𝒔 𝝏𝑳

𝝏𝒇𝒌
𝒓𝒔 = 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝝏𝑳

𝝏𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝝏𝑳

𝝏𝒖𝒓𝒔
= 𝟎 ∀(𝒓, 𝒔)

𝒒𝒓𝒔
𝝏𝑳

𝝏𝒒𝒓𝒔
= 𝟎 ∀𝒓, 𝒔

𝝏𝑳

𝝏𝒒𝒓𝒔
≥ 𝟎 ∀𝒓, 𝒔

𝒒𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒓, 𝒔

غیرمقید است𝒖𝒓𝒔مسئله لاگرانژ نسبت به 

درجه اولشرایط 



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

𝝏𝑳

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏 =

𝝏

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏 𝒁 𝑿 𝒇, 𝒒 +

𝝏

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏 

𝒓𝒔

𝒖𝒓𝒔(𝒒𝒓𝒔 − 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔) ∀𝒎, 𝒏, 𝒍

𝝏

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏 𝒁 𝑿 𝒇, 𝒒 =

𝝏

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏 

𝒂∈𝑨

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎

𝑳 𝒇, 𝒒, 𝒖 = 𝒁 𝑿 𝒇, 𝒒 + 

𝒓𝒔

𝒖𝒓𝒔(𝒒𝒓𝒔 − 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔)

S.t. 𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔 𝒒𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝒁 𝑿(𝒇, 𝒒) = 

𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎− 

𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎

−
𝝏

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏 

𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎

𝒄𝒍
𝒎𝒏 𝟎

𝒖𝒎𝒏

= 𝒄𝒍
𝒎𝒏

درجه اولشرایط 



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

درجه اولشرایط 

𝝏𝑳

𝝏𝒒𝒎𝒏
=

𝝏

𝝏𝒒𝒎𝒏
 

𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎−
𝝏

𝝏𝒒𝒎𝒏
 

𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎+

𝝏

𝝏𝒒𝒎𝒏
 

𝒓𝒔

𝒖𝒓𝒔(𝒒𝒓𝒔 − 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔) ∀𝒎, 𝒏, 𝒍

𝑳 𝒇, 𝒒, 𝒖 = 𝒁 𝑿 𝒇, 𝒒 + 

𝒓𝒔

𝒖𝒓𝒔(𝒒𝒓𝒔 − 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔)

S.t. 𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔 𝒒𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝒁 𝑿(𝒇, 𝒒) = 

𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎− 

𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎

𝟎 −𝑫𝒎𝒏
−𝟏 𝒒𝒎𝒏 +𝒖𝒎𝒏

𝝏𝑳

𝝏𝒒𝒎𝒏
= 𝒖𝒎𝒏 − 𝑫𝒎𝒏

−𝟏 𝒒𝒎𝒏 ∀𝒎, 𝒏, 𝒍



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

شرایط درجه اول بهینگی
First Order Conditions

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝑳 𝒇, 𝒒, 𝒖 = 𝒁 𝑿 𝒇, 𝒒 + 

𝒓𝒔

𝒖𝒓𝒔(𝒒𝒓𝒔 − 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔)

S.t. 𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔 𝒒𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝒇𝒌
𝒓𝒔 𝝏𝑳

𝝏𝒇𝒌
𝒓𝒔 = 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝝏𝑳

𝝏𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝝏𝑳

𝝏𝒖𝒓𝒔
= 𝟎 ∀(𝒓, 𝒔)

𝒒𝒓𝒔
𝝏𝑳

𝝏𝒒𝒓𝒔
= 𝟎 ∀𝒓, 𝒔

𝝏𝑳

𝝏𝒒𝒓𝒔
≥ 𝟎 ∀𝒓, 𝒔

𝒒𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒓, 𝒔

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝒇𝒌
𝒓𝒔(𝒄𝒌
𝒓𝒔 − 𝒖𝒓𝒔) = 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝒄𝒌
𝒓𝒔 − 𝒖𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 = 𝒒𝒓𝒔 ∀𝒓, 𝒔

𝒒𝒓𝒔(𝒖𝒓𝒔 − 𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝒒𝒓𝒔 ) = 𝟎 ∀𝒓, 𝒔

𝒖𝒓𝒔 − 𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝒒𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒓, 𝒔

𝒒𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒓, 𝒔

درجه اولشرایط 



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

𝒖𝒓𝒔: مقصد -سفر کوتاهترین مسیر بین زوج مبدأ(هزینه)زمان𝒓𝒔𝒔

𝑰𝒇 𝒒𝒓𝒔 > 𝟎

𝒓

→ 𝒖𝒓𝒔 = 𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝒒𝒓𝒔

دمقصد وجود داشته باش-اگر تقاضا برای یک مبدأ:

𝒒𝒓𝒔(𝒖𝒓𝒔 − 𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝒒𝒓𝒔 ) = 𝟎

𝒖𝒓𝒔 − 𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝒒𝒓𝒔 ≥ 𝟎

𝒒𝒓𝒔 ≥ 𝟎

𝑫𝒓𝒔: ندمقصد حتما در تابع تقاضا صدق می ک-زمان سفر آن مبدأ 𝒖𝒓𝒔 = 𝒒𝒓𝒔

 اگر زمان سفرrsمایداصلا نمی تواند تقاضایی را القا ن: بیش از کمترین زمان سفر آن باشد.

𝑰𝒇 𝒒𝒓𝒔 = 𝟎 → 𝒖𝒓𝒔 ≥ 𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝒒𝒓𝒔

درجه اولشرایط 



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

𝒇𝒌
𝒓𝒔(𝒄𝒌
𝒓𝒔 − 𝒖𝒓𝒔) = 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝒄𝒌
𝒓𝒔 − 𝒖𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 = 𝒒𝒓𝒔 ∀ 𝒓, 𝒔

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝒖𝒓𝒔: مقصد -سفر کوتاهترین مسیر بین زوج مبدأ(هزینه)زمان𝒓𝒔

𝒍𝟏

𝒔

𝑰𝒇 𝒇𝒍𝟏
𝒓𝒔 > 𝟎

𝒍𝟐

𝒍𝟑

𝒓

→ 𝒄𝒍𝟏
𝒓𝒔 = 𝒖𝒓𝒔

𝑰𝒇 𝒇𝒍𝟐
𝒓𝒔 > 𝟎→ 𝒄𝒍𝟐

𝒓𝒔 = 𝒖𝒓𝒔

𝑰𝒇 𝒇𝒍𝟑
𝒓𝒔 = 𝟎→ 𝒄𝒍𝟑

𝒓𝒔 ≥ 𝒖𝒓𝒔

 زمان سفر مسیرهای استفاده شده یکODبا هم برابر است.

 زمان سفر مسیرهای استفاده نشدهOD است( یا مساوی)بزرگتر.

:UEشرایط تخصیص 

:یادآوری

شرایط 
تاکر-کوهن

درجه اولشرایط 



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

:مقایسه شرایط درجه اول

با تقاضای ثابتUEمسئله 

متغیربا تقاضای UEمسئله 

𝑓𝑘
𝑟𝑠 𝑓𝑘

𝑟𝑠 − 𝑢𝑟𝑠 = 0

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠 = 𝑐𝑡𝑒

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ≥ 0 , 𝑓𝑘

𝑟𝑠 − 𝑢𝑟𝑠 ≥ 0

𝑓𝑘
𝑟𝑠 𝑓𝑘

𝑟𝑠 − 𝑢𝑟𝑠 = 0

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ≥ 0 , 𝑓𝑘

𝑟𝑠 − 𝑢𝑟𝑠 ≥ 0

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠 = 𝐷𝑟𝑠(𝑢𝑟𝑠)

𝑞𝑟𝑠 𝑢𝑟𝑠 − 𝐷𝑟𝑠
−1 𝑞𝑟𝑠 = 0

𝑞𝑟𝑠 ≥ 0 , 𝑢𝑟𝑠 − 𝐷𝑟𝑠
−1 𝑞𝑟𝑠 ≥ 0

درجه اولشرایط 



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

شرایط درجه دوم بهینگی
Second Order Conditions

دومدرجه شرایط 

𝒁 𝑿(𝒇, 𝒒) = 

𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎− 

𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎

𝒕𝒂 𝒙𝒂 تابع صعودی  
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎 اکیداً محدب  اکیداً محدب

𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎

تابع نزولی اکیداً مقعر 𝑫𝒓𝒔اکیداً محدب
−𝟏 𝒒𝒓𝒔  

𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎 − 

𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

شرایط درجه دوم بهینگی
Second Order Conditions

دومدرجه شرایط 

𝒁 𝑿(𝒇, 𝒒) = 

𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎− 

𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎 اکیداً محدب

. مقصد، یگانه است-جواب نسبت به جریان در کمانها و تقاضاهای مبدأ

جواب نسبت به جریان در مسیرها، یگانه نیست

(. جریان تعادل کمانها، می تواند از بسیاری ترکیبات جریان مسیر بدست آید)



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

روش ترکیب محدب

(:ولف-فرانک)الگوریتم ترکیب محدب 

𝑿𝟎امکانپذیر یافتن یک جواب : 0گام 

𝑴𝒊𝒏 𝛁𝒁 𝑿𝒏 . 𝒚𝒏

s.t.  

𝒊

𝒉𝒊𝒋 𝒚𝒊
𝒏 ≥ 𝒃𝒋 ∀𝒋 ∈ 𝑱

𝒏

: را با حل مسئله بیابید𝒚𝒏: 1گام 

𝑴𝒊𝒏: را با حل مسئله بیابید𝜶𝒏: 2گام  𝒁( 𝟏 − 𝜶𝒏 𝑿
𝒏 + 𝜶𝒏 𝒚

𝒏)

s.t.

: نقطه جدید را بیابید: 3گام 

𝟎 ≤ 𝜶𝒏 ≤ 𝟏

𝑿𝒏+𝟏 = 𝟏 − 𝜶𝒏 𝑿
𝒏 + 𝜶𝒏 𝒚

𝒏

𝒏وگرنه . اگر ضابطه خاتمه برقرار است، پایان: 4گام  ← 𝒏+ .بروید1و به گام 𝟏

مسئله خطی

مسئله تک متغیره

:یادآوری



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

روش ترکیب محدب

𝑴𝒊𝒏 𝒁𝒏 𝒇 =  

(𝒓,𝒔)∈𝑴

 

𝒌∈𝑷𝒓𝒔

𝝏𝒁(𝒇𝒏)

𝝏𝒇𝒌
𝒓𝒔 𝒈𝒌

𝒓𝒔

S.t.  

𝒌

𝒈𝒌
𝒓𝒔 ≤  𝒒𝒓𝒔

𝒈𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌 ∈ 𝑷𝒓𝒔

: را با حل مسئله بیابید𝒚𝒏: 1گام 

مسئله خطی
LP

∀(𝒓, 𝒔) ∈ 𝑴

∀(𝒓, 𝒔) ∈ 𝑴

𝑴𝒊𝒏𝒁 𝑿(𝒇,𝒒) = 
𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎− 
𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎

S.t.  

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≤  𝒒𝒓𝒔 ∀𝒓, 𝒔 , 𝒇𝒌

𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌,𝒓, 𝒔 ,𝒙𝒂 = 

𝒓

 

𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔𝜹𝒂,𝒌
𝒓𝒔

𝝏𝒁(𝒇𝒏)

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏 =

𝝏𝒁(𝒙 𝒇𝒏 , 𝒒(𝒇𝒏))

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏 = 𝒄𝒍

𝒎𝒏 𝒇𝒏 − 𝑫𝒎𝒏
−𝟏(𝒇𝒏)



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

روش ترکیب محدب

𝑴𝒊𝒏 𝒁𝒏 𝒈 =  

(𝒓,𝒔)∈𝑴

 

𝒌∈𝑷𝒓𝒔

𝒄𝒌
𝒓𝒔𝒏 − 𝑫𝒓𝒔

−𝟏(𝒒𝒓𝒔
𝒏 ) 𝒈𝒌

𝒓𝒔

S.t.  

𝒌

𝒈𝒌
𝒓𝒔 ≤  𝒒𝒓𝒔

𝒈𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌 ∈ 𝑷𝒓𝒔

: را با حل مسئله بیابید𝒚𝒏: 1گام 

مسئله خطی
LP

∀(𝒓, 𝒔) ∈ 𝑴

∀(𝒓, 𝒔) ∈ 𝑴

𝑴𝒊𝒏𝒁 𝑿(𝒇,𝒒) = 
𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎− 
𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎

S.t.  

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≤  𝒒𝒓𝒔 ∀𝒓, 𝒔 , 𝒇𝒌

𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌,𝒓, 𝒔 ,𝒙𝒂 = 

𝒓

 

𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔𝜹𝒂,𝒌
𝒓𝒔

𝒄𝒌
𝒓𝒔𝒏 − 𝑫𝒓𝒔

−𝟏(𝒒𝒓𝒔
𝒏 ) ثابت



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

روش ترکیب محدب

: را با حل مسئله بیابید𝒚𝒏: 1گام 

مسئله خطی
LP

: (𝒓,𝒔)برای هر 

به تعداد 
مقصدها-زوج مبدأ

𝒔𝒓

𝒁𝒏برای کمینه سازی تابع هدف  𝒚،
به مسیر با rsهمه تقاضای القایی 

𝒄𝒌]کمترین 
𝒓𝒔𝒏 −𝑫𝒓𝒔

−𝟏(𝒒𝒓𝒔
𝒏 ..اختصاص می یابد[(

𝑴𝒊𝒏 𝒁𝒏 𝒚 =  

𝒌∈𝑷𝒓𝒔

𝒄𝒌
𝒓𝒔𝒏 −𝑫𝒓𝒔

−𝟏(𝒒𝒓𝒔
𝒏 ) 𝒈𝒌

𝒓𝒔

S.t.  
𝒌

𝒈𝒌
𝒓𝒔 ≤  𝒒𝒓𝒔

𝒈𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌

𝑴𝒊𝒏𝒁 𝑿(𝒇,𝒒) = 
𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎− 
𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎

S.t.  

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≤  𝒒𝒓𝒔 ∀𝒓, 𝒔 , 𝒇𝒌

𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌,𝒓, 𝒔 ,𝒙𝒂 = 

𝒓

 

𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔𝜹𝒂,𝒌
𝒓𝒔

تقاضای القایی 



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

روش ترکیب محدب

: (𝒓,𝒔)برای هر : را با حل مسئله بیابید𝒚𝒏: 1گام 

𝒊𝒇𝒄𝒎
𝒓𝒔𝒏 ≤ 𝑫𝒓𝒔

−𝟏(𝒒𝒓𝒔
𝒏 )

S.t. 

همه یا هیچ

𝑴𝒊𝒏𝒁 𝑿(𝒇,𝒒) = 
𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎− 
𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎

S.t.  

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≤  𝒒𝒓𝒔 ∀𝒓, 𝒔 , 𝒇𝒌

𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌,𝒓, 𝒔 ,𝒙𝒂 = 

𝒓

 

𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔𝜹𝒂,𝒌
𝒓𝒔

𝑴𝒊𝒏 𝒁𝒏 𝒚 =  

𝒌∈𝑷𝒓𝒔

𝒄𝒌
𝒓𝒔𝒏 −𝑫𝒓𝒔

−𝟏(𝒒𝒓𝒔
𝒏 ) 𝒈𝒌

𝒓𝒔

 

𝒌

𝒈𝒌
𝒓𝒔 ≤  𝒒𝒓𝒔

𝒈𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌

→ 𝑺𝒆𝒕 𝒈𝒎
𝒓𝒔𝒏 =  𝒒𝒓𝒔 , 𝒈𝒌

𝒓𝒔𝒏 = 𝟎 ∀𝒌 ≠ 𝒎

𝒊𝒇𝒄𝒎
𝒓𝒔𝒏 > 𝑫𝒓𝒔

−𝟏(𝒒𝒓𝒔
𝒏 ) → 𝑺𝒆𝒕 𝒈𝒌

𝒓𝒔𝒏 = 𝟎 ∀𝒌

(تغییر مقصد یا لغو سفر)جابجا نمیشود sو rهیچ تقاضایی از هیچ مسیری بین 



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

روش ترکیب محدب

𝑴𝒊𝒏𝒁 𝑿(𝒇,𝒒) = 
𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎− 
𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎

S.t.  

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≤  𝒒𝒓𝒔 ∀𝒓, 𝒔 , 𝒇𝒌

𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌,𝒓, 𝒔 ,𝒙𝒂 = 

𝒓

 

𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔𝜹𝒂,𝒌
𝒓𝒔

:ام𝒏در تکرار (یافتن بردار جهت)1جمع بندی گام 

تخصیص همه یا هیچ  𝒈𝒌
𝒓𝒔,𝒏

𝒚𝒂
𝒏 =  

(𝒓,𝒔)

 

𝒌∈𝑷𝒓𝒔

𝒈𝒌
𝒓𝒔,𝒏𝜹𝒂,𝒌

𝒓𝒔 ∀𝒂

𝝑𝒓𝒔
𝒏 = 

𝒌

𝒈𝒌
𝒓𝒔,𝒏 ∀(𝒓𝒔)



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

روش ترکیب محدب

مسئله تک متغیره

: را با حل مسئله بیابید𝜶𝒏: 2گام 

𝑴𝒊𝒏
𝜶𝒏
𝟎≤𝜶𝒏≤𝟏

𝒁 𝜶 = 

𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂
𝒏+𝜶𝒏(𝒚𝒂

𝒏−𝒙𝒂
𝒏)

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎

(در صورت امکان)یا مشتق گیری ...( روشهای کاهنده بازه و)استفاده از روشهای کمینه سازی تک متغیره : روش حل

𝑴𝒊𝒏𝒁 𝑿(𝒇,𝒒) = 
𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎− 
𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎

S.t.  

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≤  𝒒𝒓𝒔 ∀𝒓, 𝒔 , 𝒇𝒌

𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌,𝒓, 𝒔 ,𝒙𝒂 = 

𝒓

 

𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔𝜹𝒂,𝒌
𝒓𝒔

− 

𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔
𝒏+𝜶𝒏(𝝑𝒓𝒔

𝒏−𝒒𝒓𝒔
𝒏)

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

𝒙𝒂
𝒏+𝟏 = 𝒙𝒂

𝒏 + 𝜶 𝒚𝒂
𝒏− 𝒙𝒂

𝒏 ∀𝒂 : بیابیدرا ( حجم جدید کمانها)نقطه جدید -

𝑴𝒊𝒏𝒁 𝑿(𝒇,𝒒) = 
𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎− 
𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏 𝝎 𝒅𝝎

S.t.  

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≤  𝒒𝒓𝒔 ∀𝒓, 𝒔 , 𝒇𝒌

𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌,𝒓, 𝒔 ,𝒙𝒂 = 

𝒓

 

𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔𝜹𝒂,𝒌
𝒓𝒔

𝒒𝒓𝒔
𝒏+𝟏 = 𝒒𝒓𝒔

𝒏 + 𝜶 𝝑𝒓𝒔
𝒏− 𝒒𝒓𝒔

𝒏 ∀(𝒓𝒔)

ضابطه همگرایی-

 

𝒓𝒔

𝑫𝒓𝒔
−𝟏(𝒒𝒓𝒔

𝒏) − 𝒖𝒓𝒔
𝒏

𝒖𝒓𝒔𝒏
+ 

𝒓𝒔

𝒖𝒓𝒔
𝒏 − 𝒖𝒓𝒔

𝒏−𝟏

𝒖𝒓𝒔𝒏
≤ 𝝐

نزدیکی زمان سفرهای متوالی+ ها با مقدار متناظر در تابع معکوس تقاضا ODنزدیکی زمان سفر 



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

تقاضای متغیر به روش فرانک ولفUEالگوریتم حل مسئله 

جواب شدنی اولیه( شروع:0گام 

:1گام 

𝒙𝒂}حجم جریان کمانها 
𝟏}𝒏 ← 𝟏

𝒕𝒂زمان سفر کمانهاآپدیت ( آپدیت
𝒏 = 𝒕𝒂 𝒙𝒂

𝒏 , ∀𝒂

𝒕𝒂}بر اساس ODبرای هر ( m)محاسبه کوتاهترین مسیر ( یافتن جهت:2گام 
𝒏}

: اجرای قانون تخصیص روبرو

𝒚𝒂}متغیر کمکی حجم جریان در کمانها 
𝒏}

روش ترکیب محدب

𝒒𝒓𝒔}تقاضا 
𝟏 }

𝑫𝒓𝒔محاسبه 
−𝟏(𝒒𝒓𝒔

𝒏 )

𝝑𝒓𝒔}متغیر کمکی تقاضا 
𝒏 }

𝒊𝒇𝒄𝒎
𝒓𝒔𝒏 ≤ 𝑫𝒓𝒔

−𝟏(𝒒𝒓𝒔
𝒏 ) → 𝑺𝒆𝒕 𝒈𝒎

𝒓𝒔𝒏 =  𝒒𝒓𝒔 , 𝒈𝒌
𝒓𝒔𝒏 = 𝟎 ∀𝒌 ≠ 𝒎

𝒊𝒇𝒄𝒎
𝒓𝒔𝒏 > 𝑫𝒓𝒔

−𝟏(𝒒𝒓𝒔
𝒏 ) → 𝑺𝒆𝒕 𝒈𝒌

𝒓𝒔𝒏 = 𝟎 ∀𝒌



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

.را بیابید𝜶𝒏مقدار متغیر ( بزرگی گام:3گام 

روش ترکیب محدب

(نقطه جدید:4گام 

𝒙𝒂}: جواب)اگر ضابطه خاتمه ارضا شود، پایان ( تست همگرایی:5گام 
𝒏+𝟏} و{𝒒𝒓𝒔

𝒏+𝟏} . )

𝒏وگرنه  ← 𝒏+ . 1و برو به گام 𝟏

𝑴𝒊𝒏
𝜶𝒏
𝟎≤𝜶𝒏≤𝟏

𝒁 𝜶 = 

𝒂

 
𝟎

𝒙𝒂
𝒏+𝜶𝒏(𝒚𝒂

𝒏−𝒙𝒂
𝒏)

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎 − 

𝒓𝒔

 
𝟎

𝒒𝒓𝒔
𝒏+𝜶𝒏(𝝑𝒓𝒔

𝒏−𝒒𝒓𝒔
𝒏)

𝒕𝒂 𝝎 𝒅𝝎

𝒙𝒂
𝒏+𝟏 = 𝒙𝒂

𝒏 + 𝜶 𝒚𝒂
𝒏− 𝒙𝒂

𝒏 ∀𝒂

𝒒𝒓𝒔
𝒏+𝟏 = 𝒒𝒓𝒔

𝒏 + 𝜶 𝝑𝒓𝒔
𝒏− 𝒒𝒓𝒔

𝒏 ∀(𝒓𝒔)

تقاضای متغیر به روش فرانک ولفUEالگوریتم حل مسئله 



تعادل استفاده کننده با تقاضای متغیر

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

Variable Demand ProblemFixed Demand ProblemUE

می نی مم کردن زمان سفر تک تک افراد همزمان با ارضا نمودن 

ماکزیمم تقاضای بین هر مبدأ و مقصد

افرادمی نی مم کردن زمان سفر تک تک 

(مبادی و مقاصد ثابتتقاضای )
هدف

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑋, 𝑞 =  𝑎 0
𝑥𝑎 𝑡𝑎 𝜔 𝑑𝜔 − 𝑟𝑠 0

𝑞𝑟𝑠𝐷𝑟𝑠
−1 𝜔 𝑑𝜔

{s.t.}

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠 = 𝐷𝑟𝑠(𝑢𝑟𝑠) , 𝑓𝑘

𝑟𝑠 ≥ 0 , 𝑞𝑟𝑠 ≥ 0

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑋 =  𝑎 0
𝑥𝑎 𝑡𝑎 𝜔 𝑑𝜔

{s.t.}

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠 = 𝑐𝑡𝑒 , 𝑓𝑘

𝑟𝑠 ≥ 0

مدل

𝑓𝑘
𝑟𝑠 𝑓𝑘

𝑟𝑠 − 𝑢𝑟𝑠 = 0

𝐸𝑥𝑝𝑟1 ≥ 0 ,𝐸𝑥𝑝𝑟2 ≥ 0 (اصول واردروپ)

𝑞𝑟𝑠 𝑢𝑟𝑠 − 𝐷𝑟𝑠
−1 𝑞𝑟𝑠 = 0 , 𝐸𝑥𝑝𝑟1 ≥ 0 , 𝐸𝑥𝑝𝑟2 ≥ 0

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠

𝑓𝑘
𝑟𝑠 𝑓𝑘

𝑟𝑠 − 𝑢𝑟𝑠 = 0

𝐸𝑥𝑝𝑟1 ≥ 0 ,𝐸𝑥𝑝𝑟2 ≥ 0 (اصول واردروپ)

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠

شروط 

کوهن تاکر
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Variable Demand ProblemFixed Demand ProblemUE

Step 0: Initialization based on 𝑡𝑎 = 𝑡𝑎 0 → 𝑥𝑎
1 ,

𝑞𝑟𝑠
1

Step 0: Initialization based on 𝑡𝑎 =
𝑡𝑎(0) → 𝑥𝑎

1

ل
ح

 :
ب

ب محد
الگوریتم ترکی

Step 1:  Set  𝑡𝑎
𝑛 = 𝑡𝑎 𝑥𝑎

𝑛 ; ∀𝑎
Compute 𝐷𝑟𝑠

−1 𝑞𝑟𝑠
𝑛 ; ∀𝑟, 𝑠

Step 1:  Set 𝑡𝑎
𝑛 = 𝑡𝑎 𝑥𝑎

𝑛 ; ∀𝑎

Step 2: Direction Finding based on {𝑡𝑎
𝑛 }

𝑀𝑖𝑛 𝑧𝑛 𝑔𝑟𝑠 = 

𝑘

[𝑐𝑘
𝑟𝑠−𝐷𝑟𝑠

−1 𝑞𝑟𝑠
𝑛 ]. 𝑔𝑘

𝑟𝑠

𝑠. 𝑡. 

𝑘

𝑔𝑘
𝑟𝑠 ≤  𝑞𝑟𝑠 , 𝑔𝑘

𝑟𝑠 ≥ 0

Step 2: Direction Finding based on {𝑡𝑎
𝑛 }

𝑀𝑖𝑛 𝑧𝑛 𝑔𝑟𝑠 = 

𝑘

𝑐𝑘
𝑟𝑠 . 𝑔𝑘
𝑟𝑠

𝑠. 𝑡. 

𝑘

𝑔𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠 , 𝑔𝑘

𝑟𝑠 ≥ 0

𝑖𝑓 𝑐𝑚
𝑟𝑠𝑛 ≤ 𝐷𝑟𝑠

−1(𝑞𝑟𝑠
𝑛 ) → 𝑔𝑚

𝑟𝑠=  𝑞𝑟𝑠 , 𝑔𝑘
𝑟𝑠 = 0 ∀𝑘 ≠ 𝑚

𝑖𝑓 𝑐𝑚
𝑟𝑠𝑛 > 𝐷𝑟𝑠

−1 𝑞𝑟𝑠
𝑛 → 𝑔𝑘

𝑟𝑠 = 0 ∀𝑘

𝑖𝑓 𝑐𝑚
𝑟𝑠 ≤ 𝑐𝑘

𝑟𝑠 → 𝑔𝑚
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠 ∀𝑘

𝑔𝑘
𝑟𝑠 = 0 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟 𝑝𝑎𝑡ℎ𝑠

Output: {𝑦𝑎
𝑛 } , {𝑣𝑟𝑠

𝑛 }              𝑦𝑎
𝑛 =

 𝑘 𝑟𝑠𝑔𝑘
𝑟𝑠𝑛 . 𝛿𝑎,𝑘

𝑟𝑠 𝑣𝑟𝑠
𝑛 =  𝑘𝑔𝑘

𝑟𝑠𝑛
Output: {𝑦𝑎

𝑛 }           𝑦𝑎
𝑛 =  𝑘 𝑟𝑠𝑔𝑘

𝑟𝑠𝑛 . 𝛿𝑎,𝑘
𝑟𝑠

Step 3: Move Size: 𝛼

𝑀𝑖𝑛  

𝑎

 
0

𝑥𝑎
𝑛+𝛼 𝑦𝑎

𝑛−𝑥𝑎
𝑛

𝑡𝑎 𝜔 𝑑𝜔

− 

𝑟𝑠

 
0

𝑞𝑟𝑠
𝑛+𝛼 𝑣𝑟𝑠

𝑛−𝑞𝑟𝑠
𝑛

𝐷𝑟𝑠
−1 𝜔 𝑑𝜔

𝑠. 𝑡. 0 ≤ 𝛼 ≤ 1

Step 3: Move Size: 𝛼

𝑀𝑖𝑛  

𝑎

 
0

𝑥𝑎
𝑛+𝛼 𝑦𝑎

𝑛−𝑥𝑎
𝑛

𝑡𝑎 𝜔 𝑑𝜔

𝑠. 𝑡. 0 ≤ 𝛼 ≤ 1

Step 4: Update: 𝑥𝑎
𝑛+1 = 𝑥𝑎

𝑛 + 𝛼𝑛(𝑦𝑎
𝑛 −Step 4: Update: 𝑥𝑎

𝑛+1 = 𝑥𝑎
𝑛 + 𝛼𝑛(𝑦𝑎

𝑛 − 𝑥𝑎
𝑛)

Step 5: Converge CriteriaStep 5: Converge Criteria
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