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فهرست

:فهرست

الگوریتمهای کمینه سازی تک متغیره

الگوریتمهای کمینه سازی چندمتغیره بدون محدودیت

 با محدودیتالگوریتمهای کمینه سازی چندمتغیره

روش ترکیب محدب
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رهمسائل چندمتغی

𝑿𝒏+𝟏 = 𝑿𝒏 +𝜶𝒏𝒅
𝒏

𝒁: بنحوی کهحرکت می کنیم، 𝑿𝒏+𝟏به نقطه دیگری چون 𝑿𝒏از هر نقطه  𝒙𝒏+𝟏 < 𝒁(𝒙𝒏)و  :

𝒅𝒏 بردارِ جهت حرکت در تکرار𝒏ام

𝜶𝒏 اسکالر بزرگی گام حرکت در تکرار𝒏ام
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𝟐+𝟑(𝒙𝟐 − 𝟒)

𝟐

𝒁 𝒙𝟏, 𝒙𝟐

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝟑

𝟏
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: قضیه

𝒁:𝑹𝒏که )𝒁اگر تابع  → 𝑹 ) در مجموعه نقاط𝑺 مشتق پذیر باشد، آن گاه در هر نقطه ی𝒙 از𝑺 که در آن

𝛁𝒁(𝒙) ≠ .وجود دارد𝒁بیشترین افزایش تابع جهتی را نشان می دهد که در آن جهت، 𝛁𝒁(𝒙)، بردار 𝟎

صفحه مماس

صفحه عمود
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𝒁 𝒙𝟏, 𝒙𝟐 = (𝒙𝟏 − 𝟔)
𝟐+𝟑(𝒙𝟐 − 𝟒)

𝟐

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝟑

𝟏

𝛁𝒁(𝟑, 𝟏)

مماس

𝒁 = 𝟑𝟔

𝒁 = 𝟖𝟒

𝒁 = 𝟕

𝒅𝒏

𝒅𝒏
𝒅𝒏𝒅𝒏

𝒅𝒏

 هم تراز در نقطه خط عمود بر بردار گرادیان𝒙𝒏است.

 هریک از جهات کاهشی( فرود𝒅𝒏 ) ی نامعادله را می توان با𝛁𝒁.𝒅𝒏 < .مشخص نمود𝟎

𝛁𝒁. 𝒅𝒏 < 𝟎

کسینوس زاویه بین 
. منفی باشد𝒅𝒏و 𝛁𝒁دو بردار 



الگوریتم های بهینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

الگوریتمهای حل مسائل چندمتغیره
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𝒁 𝒙𝟏, 𝒙𝟐 = (𝒙𝟏 − 𝟔)
𝟐+𝟑(𝒙𝟐 − 𝟒)

𝟐

فرض  
𝜶𝒏 = 𝟑 𝟐

𝒅𝒏 = (
𝟐

𝟐
,
𝟐

𝟐
)

𝑿𝒏+𝟏 = 𝟑, 𝟏 + 𝟑 𝟐
𝟐

𝟐
,
𝟐

𝟐
= (𝟔, 𝟒)

!یمبا خوش شانسی، در یک گام به نقطه بهینه رسید

𝒁 𝑿𝒏+𝟏 = 𝟎

چه باشند؟ 𝒅𝒏و 𝜶𝒏: سوال

𝑿𝒏+𝟏 = 𝑿𝒏 + 𝜶𝒏𝒅𝒏 𝒁: بنحوی که 𝑿𝒏+𝟏 < 𝒁(𝑿𝒏)



الگوریتم های بهینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

الگوریتمهای حل مسائل چندمتغیره
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𝒁 𝒙𝟏, 𝒙𝟐 = (𝒙𝟏 − 𝟔)
𝟐+𝟑(𝒙𝟐 − 𝟒)

𝟐

فرض  𝑿𝒏+𝟏𝒅𝒏 = (𝟎, 𝟏)

𝒁 𝒙𝒏+𝟏 = 𝒁 𝟑, 𝟏 + 𝜶𝒏 < 𝒁 𝒙
𝒏 = 𝒁(𝟑, باید(𝟏 → 𝟗 + 𝟑(𝜶𝒏 − 𝟑)

𝟐 < 𝟗 + 𝟑 𝟗 = 𝟑𝟔

→ 𝟎 < 𝜶𝒏 < 𝟔 𝜶𝒏اگر  > .  ممی رسی( بزرگتر)به نقاط بدتر 𝟔

𝑿𝒏+𝟏 = 𝑿𝒏 + 𝜶𝒏𝒅𝒏 𝒁: بنحوی که 𝑿𝒏+𝟏 < 𝒁(𝑿𝒏)

چه باشند؟ 𝒅𝒏و 𝜶𝒏: سوال

= 𝟑,𝟏 + 𝜶𝒏(𝟎, 𝟏) = (𝟑, 𝟏 + 𝜶𝒏)
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𝑿𝟎یافتن نقطه کمینه تابع با شروع از : مثال = (𝟑,𝟏)

𝒁 𝒙𝟏, 𝒙𝟐 = (𝒙𝟏 − 𝟔)
𝟐+𝟑(𝒙𝟐 − 𝟒)

𝟐

𝑿𝒏+𝟏 = 𝑿𝒏 + 𝜶𝒏𝒅𝒏 𝒁: بنحوی که 𝑿𝒏+𝟏 < 𝒁(𝑿𝒏)

𝒁 𝒙𝒏+𝟏 = 𝒁 𝟑, 𝟏 + 𝜶𝒏 = 𝟗 + 𝟑(𝜶𝒏 − 𝟑)
𝟐 < 𝟑𝟔

استفاده از روشهای حل مسائل تک متغیره 
𝜶𝒏(: یا در این مثال، مشتق گیری) = 𝟑

چه باشند؟ 𝒅𝒏و 𝜶𝒏: سوال

𝒁مقداری که عبارت : 𝜶𝒏برای یک انتخاب خوب  𝒙𝒏+𝟏را کمینه کند.

𝟑

𝒁 𝒙𝒏+𝟏

𝜶𝒏

𝒙𝒏 = 𝟑,𝟏 𝒙𝒏+𝟏 = (𝟑, 𝟒)

𝒁 𝑿𝒏+𝟏 = 𝟗

...تکرار روند 
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:ضابطه پایانی

𝑀𝑎𝑥
𝑖

𝜕𝑍(𝑋𝑛)

𝜕𝑥𝑖
≤ к

𝑍 𝑋𝑛−1 − 𝑍 𝑋𝑛 ≤ к

.مشتق تقریباً به صفر برسد

𝑀𝑎𝑥
𝑖

𝑥𝑖
𝑛 − 𝑥𝑖

𝑛−1

𝑥𝑖
𝑛−1 ≤ к

 

𝑖

(𝑥𝑖
𝑛 − 𝑥𝑖

𝑛−1)2 ≤ к

.درصد تغییر در تکرارها کاهش یابد

فاصله دو نقطه کاهش یابد

. تغییر مقدار تابع کاهش یابد
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𝒅𝒏تعیین  کمینه سازی بدون محدودیت

(: Steepest Descent)روش تندترین فرود 

(.تابع هدف در هر تکرار کاهش می یابد)فرود با تندترین شیب انتخاب می شود ( greedy)بصورت حریصانه 

𝑿𝒏+𝟏 = 𝑿𝒏 + 𝜶𝒏𝒅𝒏 𝒁: بنحوی که 𝑿𝒏+𝟏 < 𝒁(𝑿𝒏)

𝒅𝒏 = −𝛁𝒁(𝑿𝒏)

𝑿𝒏+𝟏 = 𝑿𝒏 − 𝜶𝒏 𝛁𝒁(𝑿
𝒏)

𝛁𝒁 𝑿𝒏 =
𝝏𝒁 𝑿𝒏

𝝏𝒙𝟏
,
𝝏𝒁 𝑿𝒏

𝝏𝒙𝟐
, … ,
𝝏𝒁 𝑿𝒏

𝝏𝒙𝑰 𝒁��اگر  𝑿𝒏

𝝏𝒙𝒊
:نباشدمحاسبه مستقیم قابل 

𝝏𝒁 𝑿𝒏

𝝏𝒙𝒊
≅
𝒁 … , 𝒙𝒊−𝟏

𝒏 , 𝒙𝒊
𝒏 + ∆𝒙𝒊, 𝒙𝒊+𝟏

𝒏 , … − 𝒁 … , 𝒙𝒊
𝒏, …

∆𝒙𝒊
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الگوریتمهای حل مسائل چندمتغیره
(بزرگی گام)𝜶𝒏تعیین  کمینه سازی بدون محدودیت

چه قدر حرکت کنیم؟( 𝛁𝒁(𝑿𝒏)−)در جهت تندترین فرود 

𝑴𝒊𝒏 𝒁(𝑿𝒏+𝟏) = 𝒁(𝑿𝒏 − 𝜶𝒏 𝛁𝒁 𝑿
𝒏 )

s.t.
𝜶𝒏 > 𝟎

𝒅

𝒅𝜶
𝒁 𝑿𝒏 − 𝜶𝒏 𝛁𝒁 𝑿

𝒏 = 𝟎
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کمینه سازی بدون محدودیت

.روش تندترین فرود به کمینه محلی همگرا می شود

.روش تند ترین فرود به کمینه جهانی همگرا می شود: تابع اکیداً محدب باشد
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.در روش تندترین فرود جهات حرکت در دو تکرار متوالی بر هم عمود هستند: قضیه

: ، قرار دادیم𝜶برای یافتن : اثبات
𝒅

𝒅𝜶
𝒁 𝑿𝒏+𝟏 = 𝟎

𝒅𝒁 𝑿𝒏+𝟏

𝒅𝜶
=
𝒅𝒁 𝑿𝒏+𝟏

𝒅𝑿
×
𝒅𝑿

𝒅𝜶
=

=
𝝏𝒁 𝑿𝒏+𝟏

𝝏𝒙𝟏
,
𝝏𝒁 𝑿𝒏+𝟏

𝝏𝒙𝟐
, … ,
𝝏𝒁 𝑿𝒏+𝟏

𝝏𝒙𝟏
×

𝒅𝒙𝟏
𝒏+𝟏

𝒅𝜶.
.
.
𝒅𝒙𝑰
𝒏+𝟏

𝒅𝜶

=

=
𝝏𝒁 𝑿𝒏+𝟏

𝝏𝒙𝟏
,
𝝏𝒁 𝑿𝒏+𝟏

𝝏𝒙𝟐
, … ,
𝝏𝒁 𝑿𝒏+𝟏

𝝏𝒙𝟏
×

𝒅𝟏.
.
.
𝒅𝑰

= −𝒅𝒏+𝟏. 𝒅𝒏 = 𝟎

𝒅𝒏. 𝒅𝒏+𝟏 = 0
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.در روش تندترین فرود جهات حرکت در دو تکرار متوالی بر هم عمود هستند: قضیه
𝒅𝒏. 𝒅𝒏+𝟏 = 0



الگوریتم های بهینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

الگوریتمهای حل مسائل چندمتغیره
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روش نیوتن

.تیلور2با استفاده از تقریب درجه z، تقریب (ماتریس هشین)استفاده از اطلاعات مشتق دوم 

𝑿𝒏+𝟏 = 𝑿𝒏 − 𝛁𝒁 𝑿𝒏 . [𝑯 𝑿𝒏 ]−𝟏

𝒅𝒏 = −𝛁𝒁 𝑿𝒏 . [𝑯 𝑿𝒏 روش نیوتن𝟏−[ 𝜶𝒏 = 𝟏
𝑿𝒏+𝟏 = 𝑿𝒏 + 𝜶𝒏𝒅

𝒏

روش تندترین فرود 𝒅𝒏 = −𝛁𝒁 𝑿𝒏 𝜶𝒏 محاسبه

(.نیاز به ماتریس هشین می باشد)روش نیوتن کاربرد زیادی ندارد 
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