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فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

فهرست

:فهرست

 سیستم ( بهینگی)تعادل مفهوم تخصیصSO

 سیستم ( بهینگی)مدل ریاضی تعادلSO

 شرایط برابری جوابهای تخصیصUE و تخصیصSO



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

واحد تقاضا به کدام مسیر تخصیص یابد؟1

1

2

𝑨 −𝑩− 𝑪 یا 𝑫− 𝑬

𝑨
𝑫

𝑬𝑩

𝑪

واحد1
تقاضا 

SOسیستم ( بهینگی)تخصیص تعادل مفهوم 

(SO)از منظر بهینگی سیستم 

.مسیری که در صورت استفاده از آن، فقط زمان سفر خود استفاده کننده کمینه شود

مسیری که در صورت استفاده از آن، 
ر زمانهای اضافه شده به سای+ زمان سفر خود استفاده کننده »

«  هاستفاده کنندگان ناشی از افزوده شدن یک استفاده کنند
.  کمینه شود

Descriptive UE flow pattern(UE)از منظر تعادل استفاده کننده 

Normative SO flow pattern



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

1

2

𝑫

𝑬

𝒙𝑫

𝒕𝑫

𝑺𝑫

SOسیستم ( بهینگی)تخصیص تعادل مفهوم 

𝒙𝑬

𝒕𝑬

𝑺𝑬

𝒙𝑬 𝟏𝒙𝑫 𝟏

𝑺𝑫 + 𝑺𝑬 استفاده کننده از مسیر سفر زمان

𝒅𝒕𝑬
𝒅𝒙𝑬

𝒅𝒕𝑫
𝒅𝒙𝑫

از منظر استفاده کننده

𝑺𝑫 = 𝒕𝑫 × 𝟏 = 𝒕𝑫



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

1

2

𝑨

𝑫

𝑬𝑩

𝑪

واحد تقاضا 1

𝒙𝑨

𝒕𝑨

𝒙𝑩

𝒕𝑩

𝒙𝑪

𝒕𝑪

𝒙𝑫

𝒕𝑫

𝒙𝑬

𝒕𝑬

𝑺𝑨 𝑺𝑩
𝑺𝑪

𝑺𝑫
𝑺𝑬

𝑺𝑨 + 𝑺𝑩 + 𝑺𝑪 𝑺𝑫 + 𝑺𝑬<=>
?

SOسیستم ( بهینگی)تخصیص تعادل مفهوم 

از منظر استفاده کننده

𝒄𝑨−𝑩−𝑪
𝟏𝟐 𝒄𝑫−𝑬

( هزینه مسیر)𝟏𝟐



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

1

2

𝑫

𝑬

𝒙𝑫

𝒕𝑫

𝑺𝑫

SOسیستم ( بهینگی)تخصیص تعادل مفهوم 

𝒙𝑬

𝒕𝑬

𝑺𝑬

𝒙𝑬 𝟏𝒙𝑫 𝟏

𝑺𝑫 + 𝑺𝑬 + (𝑺′𝑫 + 𝑺′𝑬)
+ مسیراستفاده کننده از سفر زمان 

اضافه شده به سایر استفاده کنندگان ناشی از افزوده شدن یک استفاده کننده زمانهای 

𝒅𝒕𝑬
𝒅𝒙𝑬

𝒅𝒕𝑫
𝒅𝒙𝑫

از منظر سیستم

𝑺′𝑫 𝑺′𝑬

𝑺𝑫 + 𝑺′𝑫 = 𝒕𝑫 + 𝒙𝑫
𝒅𝒕𝑫
𝒅𝒙𝑫



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

1

2

𝑨

𝑫

𝑬𝑩

𝑪

واحد تقاضا 1

𝒙𝑨

𝒕𝑨

𝒙𝑩

𝒕𝑩

𝒙𝑪

𝒕𝑪

𝒙𝑫

𝒕𝑫

𝒙𝑬

𝒕𝑬

𝑺𝑨 𝑺𝑩
𝑺𝑪

𝑺𝑬
𝑺𝑫

𝑺𝑨 + 𝑺′𝑨 + 𝑺𝑩 + 𝑺′𝑩 + 𝑺𝑪 + 𝑺′𝑪 𝑺𝑫 + 𝑺′𝑫 + 𝑺𝑬 + 𝑺′𝑬<=>
?

SOسیستم ( بهینگی)تخصیص تعادل مفهوم 

 𝒄𝑨−𝑩−𝑪
𝟏𝟐  𝒄𝑫−𝑬

𝟏𝟐

از منظر سیستم

( هزینه حاشیه ای مسیر)

𝑺′𝑨
𝑺′𝑩

𝑺′𝑪

𝑺′𝑬

𝑺′𝑫



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

1

2

𝑨

𝑫

𝑬𝑩

𝑪

𝒙𝑨

𝒕𝑨

𝒙𝑩

𝒕𝑩

𝒙𝑪

𝒕𝑪

𝒙𝑫

𝒕𝑫

𝒙𝑬

𝒕𝑬

.در حالتی روی می دهد که مجموع سطوح زیر نمودارهای عملکرد کمانها کمینه باشد( UE)شرایط تعادل استفاده کننده 

 
𝟎

𝒙𝑨

𝒕𝑨 𝝎 𝒅𝝎

SOسیستم ( بهینگی)تخصیص تعادل مفهوم 



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

1

2

𝑨

𝑫

𝑬𝑩

𝑪

𝒙𝑨

𝒕𝑨

𝒙𝑩

𝒕𝑩

𝒙𝑪

𝒕𝑪

𝒙𝑫

𝒕𝑫

𝒙𝑬

𝒕𝑬

در حالتی روی می دهد که مجموع زمان سفر کمانهای شبکه کمینه باشد ( SO)شرایط بهینگی سیستم 
(.ارتباطی با مساحت زیر نمودارهای عملکرد کمانها ندارد)

𝒙𝑨 × 𝒕𝑨 𝒙𝑨

SOسیستم ( بهینگی)تخصیص تعادل مفهوم 



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

𝑴𝒊𝒏  𝒁 𝑿 =  

𝒂

𝒙𝒂 × 𝒕𝒂 𝒙𝒂

S.t.

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 = 𝒒𝒓𝒔 ∀𝒓, 𝒔

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

:مسئله تخصیص ترافیک در شرایط بهینگی سیستم

𝒙𝒂:محدودیت تعریفی =  

𝒓

 

𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔𝜹𝒂,𝒌

𝒓𝒔

SOسیستم ( بهینگی)مدل ریاضی تخصیص تعادل 

همان محدودیت های 
(UEشرایط )Beckmannمدل 



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

(شروط کوهن تاکر)شرایط درجه اول بهینگی بررسی 

𝑴𝒊𝒏  𝒁 𝑿(𝒇) =  

𝒂

𝒙𝒂 × 𝒕𝒂 𝒙𝒂

S.t.

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 = 𝒒𝒓𝒔 ∀𝒓, 𝒔

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝒙𝒂 =  

𝒓

 

𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔𝜹𝒂,𝒌

𝒓𝒔

تابع لاگرانژ مسئله

 𝑳 𝒇,  𝒖 = 𝒁 𝑿 𝒇 + 

𝒓𝒔

 𝒖𝒓𝒔(𝒒𝒓𝒔 − 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔)

S.t.

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

(تعریفی)محدودیت ضمنی 

SOسیستم ( بهینگی)مدل ریاضی تخصیص تعادل 



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

شرایط درجه اول بهینگی
First Order Conditions

𝒇𝒌
𝒓𝒔 𝝏 𝑳

𝝏𝒇𝒌
𝒓𝒔 = 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝝏 𝑳

𝝏𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝝏 𝑳

𝝏 𝒖𝒓𝒔
= 𝟎 ∀(𝒓, 𝒔)

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

SOسیستم ( بهینگی)مدل ریاضی تخصیص تعادل 

 𝑳 𝒇,  𝒖 = 𝒁 𝑿 𝒇 + 

𝒓𝒔

 𝒖𝒓𝒔(𝒒𝒓𝒔 − 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔)

S.t.

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

𝝏 𝑳

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏 =

𝝏

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏

 𝒁 𝑿 𝒇 +
𝝏

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏 

𝒓𝒔

 𝒖𝒓𝒔(𝒒𝒓𝒔 − 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔) ∀𝒎, 𝒏, 𝒍

𝝏

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏

 𝒁 𝑿 𝒇 =
𝝏

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏  

𝒂∈𝑨

𝒙𝒂 × 𝒕𝒂 𝒙𝒂 =  

𝒂∈𝑨

𝝏

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏 (𝒙𝒂 × 𝒕𝒂 𝒙𝒂 ) :قاعده زنجیره ای

=  

𝒂∈𝑨

𝝏

𝝏𝒙𝒂
(𝒙𝒂 × 𝒕𝒂 𝒙𝒂 ) ×

𝝏𝒙𝒂
𝝏𝒇𝒍

𝒎𝒏 =  

𝒂∈𝑨

𝒅

𝒅𝒙𝒂
(𝒙𝒂 × 𝒕𝒂 𝒙𝒂 ) × 𝜹𝒂,𝒍

𝒎𝒏

 𝒄𝒍
𝒎𝒏: حاشیه ای سفر مسیر (هزینه)زمان𝒍مقصد -بین زوج مبدأ𝒎𝒏

SOسیستم ( بهینگی)مدل ریاضی تخصیص تعادل 

 𝒁 𝑿(𝒇) =  

𝒂

𝒙𝒂 × 𝒕𝒂 𝒙𝒂

 𝑳 𝒇,  𝒖 = 𝒁 𝑿 𝒇 + 

𝒓𝒔

 𝒖𝒓𝒔(𝒒𝒓𝒔 − 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔)

S.t. 𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

=  

𝒂∈𝒍

𝒅

𝒅𝒙𝒂
(𝒙𝒂 × 𝒕𝒂 𝒙𝒂 ) =  

𝒂∈𝒍

𝒕𝒂 𝒙𝒂 + 𝒙𝒂
𝒅𝒕𝒂 𝒙𝒂
𝒅𝒙𝒂

=  

𝒂∈𝒍

 𝒕𝒂 𝒙𝒂 =  𝒄𝒍
𝒎𝒏



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

𝒙𝒂

𝒕𝒂(𝒙𝒂)

𝒙𝒂 𝟏

SOسیستم ( بهینگی)مدل ریاضی تخصیص تعادل 

 𝒕𝒂 𝒙𝒂 = 𝒕𝒂 𝒙𝒂 + 𝒙𝒂
𝒅𝒕𝒂 𝒙𝒂
𝒅𝒙𝒂

 𝒕𝒂 𝒙𝒂 هزینه زمانی اضافه شدن یک خودرو در کمان𝒂

𝒙𝒂
𝒅𝒕𝒂 𝒙𝒂
𝒅𝒙𝒂

𝒕𝒂 𝒙𝒂



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

𝝏 𝑳

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏 =

𝝏

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏

 𝒁 𝑿 𝒇 +
𝝏

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏 

𝒓𝒔

 𝒖𝒓𝒔(𝒒𝒓𝒔 − 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔)

 𝒄𝒍
𝒎𝒏 𝝏𝒇𝒌

𝒓𝒔

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏 =  

𝟏 𝒓 = 𝒎, 𝒔 = 𝒏, 𝒌 = 𝒍
𝟎 𝒐.𝒘.

𝝏

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏 

𝒓𝒔

 𝒖𝒓𝒔 𝒒𝒓𝒔 − 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 = − 𝒖𝒎𝒏

𝝏

𝝏𝒇𝒍
𝒎𝒏

 𝑳 (𝒇,  𝒖) =  𝒄𝒍
𝒎𝒏 −  𝒖𝒎𝒏

SOسیستم ( بهینگی)مدل ریاضی تخصیص تعادل 



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

شرایط درجه اول بهینگی
First Order Conditions

𝒇𝒌
𝒓𝒔 𝝏 𝑳

𝝏𝒇𝒌
𝒓𝒔 = 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝝏 𝑳

𝝏𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝝏 𝑳

𝝏𝒖𝒓𝒔
= 𝟎 ∀(𝒓, 𝒔)

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝒇𝒌
𝒓𝒔( 𝒄𝒌

𝒓𝒔 −  𝒖𝒓𝒔) = 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

 𝒄𝒌
𝒓𝒔 −  𝒖𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 = 𝒒𝒓𝒔 ∀ 𝒓, 𝒔

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

SOسیستم ( بهینگی)مدل ریاضی تخصیص تعادل 

 𝑳 𝒇,  𝒖 = 𝒁 𝑿 𝒇 + 

𝒓𝒔

 𝒖𝒓𝒔(𝒒𝒓𝒔 − 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔)

S.t.

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

𝒇𝒌
𝒓𝒔( 𝒄𝒌

𝒓𝒔 −  𝒖𝒓𝒔) = 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

 𝒄𝒌
𝒓𝒔 −  𝒖𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 = 𝒒𝒓𝒔 ∀ 𝒓, 𝒔

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

 𝒖𝒓𝒔: مقصد -حاشیه ای سفر کمینه بین زوج مبدأ(هزینه)زمان𝒓𝒔𝒍𝟏

𝒔

𝑰𝒇 𝒇𝒍𝟏
𝒓𝒔 > 𝟎

𝒍𝟐

𝒍𝟑

𝒓

→  𝒄𝒍𝟏
𝒓𝒔 =  𝒖𝒓𝒔

𝑰𝒇 𝒇𝒍𝟐
𝒓𝒔 > 𝟎→  𝒄𝒍𝟏

𝒓𝒔 =  𝒖𝒓𝒔

𝑰𝒇 𝒇𝒍𝟑
𝒓𝒔 = 𝟎→  𝒄𝒍𝟏

𝒓𝒔 ≥  𝒖𝒓𝒔

 زمان حاشیه ای سفر مسیرهای استفاده شده یکODبا هم برابر است.

 زمان حاشیه ای سفر مسیرهای استفاده نشدهOD است( یا مساوی)بزرگتر.

:SOشرایط تخصیص 

SOسیستم ( بهینگی)مدل ریاضی تخصیص تعادل 



فرمول بندی مساله تخصیص

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

(یگانگی جواب)دوم بهینگی شرایط درجه بررسی 

شرایط درجه دوم بهینگی
Second Order Conditions

.باشداکیداً محدب ∗𝐗در حوالی 𝒁 تابع 

.باشدنقاط، محدب در سایر 𝒁 تابع

.باشدامکانپذیر محدب ناحیه 

شرط کافی

. همه نقاط اکیداً محدب استدر 𝒁 تابعمثبت قطعی باشد𝒁 اگر ماتریس هشین

.استناحیه امکانپذیر محدب  همه محدودیت ها خطی هستند

SOسیستم ( بهینگی)مدل ریاضی تخصیص تعادل 

𝑴𝒊𝒏  𝒁 𝑿(𝒇) =  

𝒂

𝒙𝒂 × 𝒕𝒂 𝒙𝒂

S.t.

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 = 𝒒𝒓𝒔 ∀𝒓, 𝒔

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝒙𝒂 =  

𝒓

 

𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔𝜹𝒂,𝒌

𝒓𝒔
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𝐙𝝏 𝒁مشتق اول 

𝝏𝒙𝒂
=

𝝏

𝝏𝒙𝒂
 

𝒃∈𝑨

𝒙𝒃 × 𝒕𝒃 𝒙𝒃

𝐙مشتق دوم 

𝝏𝟐 𝒁

𝝏𝒙𝒃𝝏𝒙𝒂
=

𝒅

𝒅𝒙𝒃
𝒕𝒂 𝒙𝒂 + 𝒙𝒂

𝒅𝒕𝒂 𝒙𝒂
𝒅𝒙𝒂

= 𝟐
𝒅𝒕𝒂 𝒙𝒂
𝒅𝒙𝒂

+ 𝒙𝒂
𝒅𝟐𝒕𝒂 𝒙𝒂
𝒅𝒙𝒂𝟐

> 𝟎 𝒊𝒇 𝒂 = 𝒃

𝟎 𝒊𝒇 𝒂 ≠ 𝒃

SOسیستم ( بهینگی)مدل ریاضی تخصیص تعادل 

 𝒁 𝑿(𝒇) =  

𝒂

𝒙𝒂 × 𝒕𝒂 𝒙𝒂

=
𝒅

𝒅𝒙𝒂
𝒙𝒂 × 𝒕𝒂 𝒙𝒂 = 𝒕𝒂 𝒙𝒂 + 𝒙𝒂

𝒅𝒕𝒂 𝒙𝒂
𝒅𝒙𝒂
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محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

𝒁 ماتریس هشین  𝛁𝟐 𝒁 𝑿 =

𝝏𝟐 𝒁

𝝏𝒙𝟏𝟐

𝝏𝟐 𝒁

𝝏𝒙𝟐𝟐

𝝏𝟐 𝒁

𝝏𝒙𝑨𝟐

.
. .

𝟎

𝟎 𝟎

𝟎

𝟎

𝟎

.

..
.
..

. ..

. ..

مثبت
𝒉 = (𝒚𝟏, 𝒚𝟐, … , 𝒚𝑨) ≠ (𝟎, 𝟎,… , 𝟎)

𝒉. 𝜵𝟐 𝒁 𝑿 .𝒉𝑻 =
𝝏𝟐 𝒁

𝝏𝒙𝟏𝟐
× 𝒚𝟏

𝟐 +
𝝏𝟐 𝒁

𝝏𝒙𝟐𝟐
× 𝒚𝟐

𝟐 +⋯+
𝝏𝟐 𝒁

𝝏𝒙𝑨𝟐
× 𝒚𝑨

𝟐 > 𝟎

. همه نقاط اکیداً محدب استدر 𝒁 تابعمثبت قطعی است𝒁 ماتریس هشین

SOسیستم ( بهینگی)مدل ریاضی تخصیص تعادل 

 𝒁 𝑿(𝒇) =  

𝒂

𝒙𝒂 × 𝒕𝒂 𝒙𝒂
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شرایط درجه دوم بهینگی
Second Order Conditions

.استمحدب در همه نقاط اکیداً 𝒁 تابع

.استامکانپذیر محدب ناحیه 
شرط کافی

∗SO 𝑿جواب جریان بهینگی سیستم  = { 𝒙𝟏
∗, 𝒙𝟐

∗, … , 𝒙𝑨
.یگانه است{∗

.کندتنها یک الگوی جریان کمانها می تواند تابع هدف را کمینه( مطابق شرط کافی)

SOسیستم ( بهینگی)مدل ریاضی تخصیص تعادل 

𝑴𝒊𝒏  𝒁 𝑿(𝒇) =  

𝒂

𝒙𝒂 × 𝒕𝒂 𝒙𝒂

S.t.

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔 = 𝒒𝒓𝒔 ∀𝒓, 𝒔

𝒇𝒌
𝒓𝒔 ≥ 𝟎 ∀𝒌, 𝒓, 𝒔

𝒙𝒂 =  

𝒓

 

𝒔

 

𝒌

𝒇𝒌
𝒓𝒔𝜹𝒂,𝒌

𝒓𝒔
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