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مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

به دنبال چه هستیم؟

UEیافتن جریان در کمانها در شرایط تعادل 

مقدمه

𝑿∗ = {𝑥1
∗, 𝑥2
∗, … , 𝑥𝑛

∗}

ام در شرایط تعادل𝒊حجم جریان در کمان 

𝒙𝒊
∗

نقطه جواب کمینه جهانی



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

فرم استاندارد مسئله کمینه سازی

مقدمه

𝑀𝑖𝑛 𝑧 𝑿

𝑔𝑗 𝑿 ≥ 𝑏𝑗 𝑗 = 1,… , 𝐽

:𝑿به ازای هر بردار امکانپذیر 

:به طوری که

𝑿∗ = {𝑥1
∗, 𝑥2
∗,… , 𝑥𝑛

جواب{∗

𝑧 𝑿∗ ≤ 𝑧 𝑿

𝑔𝑗 𝑿
∗ ≥ 𝑏𝑗 ∀𝑗 ∈ (𝑠𝑒𝑡 𝑜𝑓 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑡𝑠)



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

حالات ويژه در کمینه سازی

حالات ویژه در کمینه سازی

 

𝑖=1

𝑛

ℎ𝑖𝑗𝑥𝑖 = 𝑏𝑗 𝑗 = 1, … ,𝑚

همه محدودیتها بصورت متغیرهای نامنفی باشند.

همه محدودیتها بصورت خطی و با علامت تساوی باشند.

 باشندمتغیرهای نامنفیتساوی و محدودیتها بصورت خطی و با علامت همه.

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑿

𝑥𝑖 ≥ 0 𝑖 = 1,… , 𝑛

𝑥𝑖 ≥ 0 𝑖 = 1,… , 𝑛

 

𝑖=1

𝑛

ℎ𝑖𝑗𝑥𝑖 = 𝑏𝑗 𝑗 = 1, … ,𝑚



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

حالت اول: حالات ويژه در کمینه سازی

𝑀𝑖𝑛متغیرهای نامنفی= محدودیتها : 1حالت ویژه  𝑍 𝑿

𝑺. 𝒕.
𝒙𝒊 ≥ 𝟎 𝒊 = 𝟏,… , 𝒏

شرایط درجه اول بهینگی
First Order Conditions

𝝏𝒁(𝑿∗)

𝝏𝒙𝒊
= 𝒖𝒊 × 𝟏 + 𝟎 +⋯+ 𝟎 = 𝒖𝒊 ∀𝒊

𝒖𝒊 ≥ 𝟎 ∀𝒊

𝒖𝒋 𝟎 − 𝒙𝒊
∗ = 𝟎 → 𝒖𝒊𝒙𝒊

∗ = 𝟎 ∀𝒊

.برابر است𝒋با تعداد 𝒊تعداد 
𝒖𝒋 = 𝒖𝒊

𝝏𝒁(𝑿∗)

𝝏𝒙𝒊
≥ 𝟎 ∀𝒊

𝒙𝒊
∗
𝝏𝒁(𝑿∗)

𝝏𝒙𝒊
= 𝟎 ∀𝒊

𝒙𝒊 ≥ 𝟎 ∀𝒊



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

حالت دوم: حالات ويژه در کمینه سازی

𝑀𝑖𝑛خطی تساوی= محدودیتها : 2حالت ویژه  𝑍 𝑿

𝑺. 𝒕.

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒉𝒊𝒋𝒙𝒊 = 𝒃𝒋 𝒋 = 𝟏,… ,𝒎

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒉𝒊𝒋𝒙𝒊 = 𝒃𝒋

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒉𝒊𝒋𝒙𝒊 ≥ 𝒃𝒋

− 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒉𝒊𝒋𝒙𝒊 ≥ −𝒃𝒋

𝝏𝒁(𝑿∗)

𝝏𝒙𝒊
= 

𝒋

[𝝑𝒋𝒉𝒊𝒋 −𝒘𝒋𝒉𝒊𝒋] = 

𝒋

[𝝑𝒋 − 𝒘𝒋]𝒉𝒊𝒋 = 

𝒋

𝒖𝒋𝒉𝒊𝒋 ∀𝒊

𝒖𝒋 آزاد در علامت



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

حالت دوم: حالات ويژه در کمینه سازی

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑿

شرایط درجه اول بهینگی
First Order Conditions

𝑺. 𝒕.

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒉𝒊𝒋𝒙𝒊 = 𝒃𝒋 𝒋 = 𝟏,… ,𝒎

𝝏𝒁(𝑿∗)

𝝏𝒙𝒊
= 

𝒋

𝒖𝒋𝒉𝒊𝒋 ∀𝒊

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒉𝒊𝒋𝒙𝒊 = 𝒃𝒋 ∀𝒋

𝒖𝒋 آزاد در علامت



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

حالت دوم: حالات ويژه در کمینه سازی

𝑀𝑖𝑛«رانژتابع لاگ»یافتن روابط کوهن تاکر با استفاده از  𝑍 𝑿

𝑺. 𝒕.

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒉𝒊𝒋𝒙𝒊 = 𝒃𝒋 𝒋 = 𝟏,… ,𝒎 تعريف می کنیم𝑢𝑗يک ضريب لاگرانژ 𝑗برای هر محدوديت

(انتقال محدوديت در تابع هدف)

لهتابع لاگرانژ مسئ

𝐿 𝑿,𝑼 = 𝑍 𝑿 + 

𝑗=1

𝑚

𝑢𝑗(𝑏𝑗 − 

𝑖=1

𝑛

ℎ𝑖𝑗𝑥𝑖)

𝐹𝑖𝑛𝑑 S𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑦 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 𝑜𝑓

𝐿 𝑿,𝑼

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑿

𝑺. 𝒕.  𝒊=𝟏
𝒏 𝒉𝒊𝒋𝒙𝒊 = 𝒃𝒋 ∀𝒋 ≡

𝑍 𝑿∗ = 𝑳 𝑿∗, 𝑼∗

. )بیشینه𝑈کمینه و نسبت به 𝑋نسبت به )نقطه زينی است : نقطه سکون تابع لاگرانژ



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

حالت دوم: حالات ويژه در کمینه سازی

𝐿 𝑿,𝑼 = 𝑍 𝑿 + 

𝑗=1

𝑚

𝑢𝑗(𝑏𝑗 − 

𝑖=1

𝑛

ℎ𝑖𝑗𝑥𝑖)

شرایط درجه اول بهینگی
First Order Conditions

𝝏𝑳(𝑿∗, 𝑼∗)

𝝏𝒙𝒊
= 𝟎 ∀𝒊

𝝏𝑳(𝑿∗, 𝑼∗)

𝝏𝒖𝒋
= 𝟎 ∀𝒋

𝝏𝒁(𝑿∗)

𝝏𝒙𝒊
= 

𝒋

𝒖𝒋𝒉𝒊𝒋 ∀𝒊

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒉𝒊𝒋𝒙𝒊 = 𝒃𝒋 ∀𝒋

𝒖𝒋 آزاد در علامت



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

حالت سوم: حالات ويژه در کمینه سازی

محدودیتهای خطی تساوی : 3حالت ویژه 
بعلاوه متغیرهای نامنفی

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑿

𝒙𝒊 ≥ 𝟎 𝒊 = 𝟏,… , 𝒏

𝑺. 𝒕.

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒉𝒊𝒋𝒙𝒊 = 𝒃𝒋 𝒋 = 𝟏,… ,𝒎

𝐿 𝑿,𝑼 = 𝑍 𝑿 + 

𝑗=1

𝑚

𝑢𝑗(𝑏𝑗 − 

𝑖=1

𝑛

ℎ𝑖𝑗𝑥𝑖)

𝑺. 𝒕.

𝒙𝒊 ≥ 𝟎 𝒊 = 𝟏,… , 𝒏

1مشابه حالت ویژه 

𝒖𝒋 آزاد در علامت



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

حالت سوم: حالات ويژه در کمینه سازی

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑿

𝒙𝒊 ≥ 𝟎 𝒊 = 𝟏,… , 𝒏

𝑺. 𝒕.

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒉𝒊𝒋𝒙𝒊 = 𝒃𝒋 𝒋 = 𝟏,… ,𝒎

شرایط درجه اول بهینگی
First Order Conditions

𝝏𝑳

𝝏𝒖𝒋
= 𝟎 ∀𝒋

𝒙𝒊
𝝏𝑳

𝝏𝒙𝒊
= 𝟎 ∀𝒊

𝝏𝑳

𝝏𝒙𝒊
≥ 𝟎 ∀𝒊

𝒙𝒊 ≥ 𝟎 ∀𝒊

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒉𝒊𝒋𝒙𝒊 = 𝒃𝒋 ∀𝒋

𝒙𝒊(
𝝏𝒁

𝝏𝒙𝒊
− 

𝒋=𝟏

𝒎

𝒖𝒋𝒉𝒊𝒋) = 𝟎 ∀𝒊

(
𝝏𝒁

𝝏𝒙𝒊
− 

𝒋=𝟏

𝒎

𝒖𝒋𝒉𝒊𝒋) ≥ 𝟎 ∀𝒊

𝒙𝒊 ≥ 𝟎 ∀𝒊

𝐿 𝑿,𝑼 = 𝑍 𝑿 + 

𝑗=1

𝑚

𝑢𝑗(𝑏𝑗 − 

𝑖=1

𝑛

ℎ𝑖𝑗𝑥𝑖)

𝒖𝒋 آزاد در علامت

𝑺. 𝒕. 𝒙𝒊 ≥ 𝟎 𝒊 = 𝟏,… , 𝒏



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

پیرامون تابع لاگرانژ

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑿
S.t.
𝑔𝑗 𝑿 ≥ 𝑏𝑗 ∀𝑗

𝐿 𝑿,𝑼 = 𝑍 𝑿 + 

𝑗

𝑢𝑗(𝑏𝑗 − 𝑔𝑗 𝑿 )

𝐿 𝑿∗, 𝑼 ≤ 𝐿 𝑿∗, 𝑼∗ ≤ 𝐿 𝑿,𝑼∗

.نقطه سکون لاگرانژ یک تابع محدب، در مینیمم یا ماکزیمم لاگرانژ نیست، بلکه در نقطه زینی لاگرانژ است

.ماکزیمم می کند𝑼مینیمم می کند و نسبت به 𝑿تابع لاگرانژ را نسبت به ∗𝑿∗,𝑼نقطه 



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

پیرامون تابع لاگرانژ

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑿
S.t.
𝑔𝑗 𝑿 ≥ 𝑏𝑗 ∀𝑗

𝐿 𝑿,𝑼 = 𝑍 𝑿 + 

𝑗

𝑢𝑗(𝑏𝑗 − 𝑔𝑗 𝑿 )

𝐹𝑖𝑛𝑑 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑦 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 𝑜𝑓
𝐿 𝑿,𝑼

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑿

𝑺. 𝒕. 𝑔𝑗 𝑿 ≥ 𝑏𝑗 ∀𝑗 ≡ 𝑺. 𝒕. 𝑢𝑗 ≥ 0 ∀𝑗

شرایط درجه اول بهینگی
First Order Conditions

𝝏𝑳

𝝏𝒙𝒊
= 𝟎 ∀𝒊

𝒖𝒋
𝝏𝑳

𝝏𝒖𝒋
= 𝟎 ∀𝒋

𝝏𝑳

𝝏𝒖𝒋
≤ 𝟎 ∀𝒋

𝒖𝒋 ≥ 𝟎 ∀𝒋

کمینه سازی لاگرانژ 
𝒙نسبت به 

بیشینه سازی لاگرانژ 
𝒖نسبت به 



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

تمرين

:تمرینات انتهای فصل دوم کتاب شفی
2.13
2.14
2.15
2.16



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

منابع

Sheffi Y (1985), Urban Transportation Networks: Equilibrium Analysis 

with Mathematical Programming Methods, Prentice Hall, New Jersey.

(Chapter 2)


