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مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

فهرست

:فهرست

 محدودیتبدون چند متغیره سازی کمینه

 چند متغیره با محدودیتسازی کمینه



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

به دنبال چه هستیم؟

UEیافتن جریان در کمانها در شرایط تعادل 

مقدمه

𝑿∗ = {𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … , 𝑥𝑛
∗}

ام در شرایط تعادل𝒊حجم جریان در کمان 

𝒙𝒊
∗

نقطه جواب کمینه جهانی



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

فرم استاندارد مسئله کمینه سازی

مقدمه

𝑀𝑖𝑛 𝑧 𝑿

𝑔𝑗 𝑿 ≥ 𝑏𝑗 𝑗 = 1,… , 𝐽

:𝑿به ازای هر بردار امکانپذیر 

:به طوری که

𝑿∗ = {𝑥1
∗, 𝑥2

∗,… , 𝑥𝑛
جواب{∗

𝑧 𝑿∗ ≤ 𝑧 𝑿

𝑔𝑗 𝑿∗ ≥ 𝑏𝑗 ∀𝑗 ∈ (𝑠𝑒𝑡 𝑜𝑓 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑡𝑠)



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی چندمتغیره بدون محدودیت

محدودیتبدون چندمتغیره سازی کمینه 

𝜕𝑍(𝑋)

𝜕𝑥𝑖
= 0 ∀𝑖 = 1,2,… , 𝑛

(Stationary Point)نقطه سکون = نقطه با مشتقات جزیی صفر 

𝑀𝑖𝑛 𝑧 𝑿

𝑿 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}

شرایط درجه اول بهینگی
First Order Conditions

𝛁𝒁 𝑿∗ = 𝟎

شرط لازم



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی چندمتغیره بدون محدودیت

شرایط درجه دوم بهینگی
Second Order Conditions

.باشدمحدب اکیداً ∗𝑿تابع در

.دباشنقاط، محدب تابع در سایر 
شرط کافی

𝒁 𝜽𝑿′ + 𝟏− 𝜽 𝑿′′ < 𝜽 𝒁(𝑿′) + 𝟏 − 𝜽 𝒁(𝑿′′)

𝒁 𝑿′ + 𝛁𝒁 𝑿′ . (𝑿′′ −𝑿′)𝑻 < 𝒁(𝑿′′)

𝑯𝒆𝒔𝒔𝒊𝒂𝒏 𝛁𝟐𝒁 𝒙 𝒊𝒔 𝒑𝒐𝒔𝒊𝒕𝒊𝒗𝒆 𝒅𝒆𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒆

1تعریف 

2تعریف 

3تعریف 

خط واصل دو نقطه، بالای تابع

تقریب خطی، زیر تابع

ماتریس هشین مثبت قطعی

اکیداً محدب



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی چندمتغیره بدون محدودیت

Hessian Matrixماتریس هشین 

𝛁𝟐𝒁 𝒙 =

𝜕2𝑍(𝑋)

𝜕𝑥12

𝜕2𝑍(𝑋)

𝜕𝑥2𝜕𝑥1
⋮

𝜕2𝑍(𝑋)

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥1

𝜕2𝑍(𝑋)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
…

𝜕2𝑍(𝑋)

𝜕𝑥2𝜕𝑥2
…

⋮
𝜕2𝑍(𝑋)

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥2
…

𝜕2𝑍(𝑋)

𝜕𝑥1𝜕𝑥𝑛
𝜕2𝑍(𝑋)

𝜕𝑥2𝜕𝑥𝑛
⋮

𝜕2𝑍(𝑋)

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥𝑛

 هشیناگر ماتریس𝒁در نقطه سکون𝑿∗ نقطهقطعی باشد، مثبت𝑿∗ محلی استکمینه .

 اگر𝒁 باشد، نقطه( ماتریس هشین مثبت نیمه قطعی)در سایر نقاط نیز محدب𝑿∗ استکمینه جهانی .

H 

𝒉.𝑯.𝒉𝑻:مثبت قطعی𝑯ماتریس  > 𝟎 ∀𝒉 ≠ 𝟎



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی چندمتغیره بدون محدودیت

ع؟نقطه کمینه جهانی تاب: مثال

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1
2 + 2𝑥2

2 + 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥1 − 4𝑥2

𝛻𝑍 𝑥1, 𝑥2 = [ 2𝑥1 + 2𝑥2 − 2 , 4𝑥2 + 2𝑥1 − 4 ]

𝛻𝑍 𝑋∗ = 0 →
2𝑥1 + 2𝑥2 − 2 = 0
4𝑥2 + 2𝑥1 − 4 = 0

→  
𝑥1
∗ = 0

𝑥2
∗ = 1

:بهینگیشرایط درجه اول 



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی چندمتغیره بدون محدودیت

ع؟نقطه کمینه جهانی تاب: مثال

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1
2 + 2𝑥2

2 + 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥1 − 4𝑥2

:دوم بهینگیشرایط درجه 

𝛻2𝑍 . =
2 2
2 4

ℎ = (𝑥1, 𝑥2) ≠ (0,0)

ℎ. 𝛻2𝑍 . . ℎ𝑇 = 𝑥1, 𝑥2 .
2 2
2 4

.
𝑥1
𝑥2

= 2(𝑥1 + 𝑥2)
2+2(𝑥2)

2> 0

. اکیداً محدب است(0,1)تابع در نقطه 
.است( محدب(0,0)نقطه در )تابع در سایر نقاط اکیداً محدب 

.نقطه کمینه جهانی است(0,1)نقطه پس 

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑥1, 𝑥2 = 𝑍 0,1 = −2



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1
2 + 2𝑥2

2 + 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥1 − 4𝑥2



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت

چندمتغیره با محدودیتسازی کمینه 

𝑀𝑖𝑛 𝑧 𝑿
S.t.
𝑔𝑗 𝑿 ≥ 𝑏𝑗 ∀𝑗



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

بیشترین مقدار هدف در تابع خطی

:در حالتی که هیچ محدودیتی در فضای امکانپذیر نداشته باشیم



کمترین مقدار هدف در تابع خطی
Z

x1



مسئله
بعدی2

:  ناحیه امکانپذیر
x1x2صفحه 

x2







تابع هدف، یک
است( Plane)صفحه 

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

مسئله
nبعدی

بعد به مسئله اضافه می شود1متغیر 1به ازای هر 

متغیرهnمسئله 

بعد استnدر ( Hyper Plane)ناحیه امکانپذیر یک ابرصفحه 

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

:در حالت وجود محدودیت در فضای امکانپذیر

.محدود است( احتمالاً( )Optimal Value)مقدار بهینه 

مسئله
بعدی2

یک صفحه : محدودیت تساوی(Plane )است.

نیم فضا یک : محدودیت نامساوی(half space )است.

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

مسئله
بعدی خطی2

Z

x1

x2

1 0x 

2 0x 

1 2x 

2 3x 

محدودیت ها

تابع هدف

نیم فضا

نیم فضا

نیم فضا

نیم فضا

1 25Max x x 

صفحه

x1

Z

x2

Z

دالان محدود به
(Plane)صفحه 4

: ناحیه امکانپذیر
x1نقاط صفحه  x2

خط 4محدود به 

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

مسئله
بعدی خطی2 x1

x2

1 0x 

2 0x 

1 2x 

2 3x 

محدودیت ها

تابع هدف

نیم فضا

نیم فضا

نیم فضا

نیم فضا

1 25Max x x 
صفحه

x1x2تصویر بر روی صفحه 

حین حرکت خط لغزان، 
مقدار هدف در حال تغییر است

(در حال افزایشZمقدار )

تصویر صفحه تابع هدف 
: x1x2بر روی صفحه  

یک خط لغزان است

: ناحیه امکانپذیر
x1نقاط صفحه  x2

خط 4محدود به 

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

مسئله
بعدی خطی2

:برای یافتن جواب بهینه

( تصویر صفحه تابع هدف)خط 
X1را بر روی صفحه  X2حرکت می دهیم.

تابع هدف  خطی
(یکنوا صعودی یا نزولی)

محدودیتها خطی

جواب بهینه قطعاً روی یکی از 
گوشه های ناحیه امکانپذیر است

x1(یا روی یکی از لبه ها)

x2
جواب 1

بهینه داریم
1 25Max x x 

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

مسئله
بعدی خطی2

x1

x2

Zافزایش Z= cte: هر خط

1 25Max x x 

تابع هدف یکنوا

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

مسئله
بعدی خطی2 یکی از محدودیتها 

x1در صفحه  x2

موازی با تابع هدف

بینهایت جواب بهینه داریم

x1

x2

جواب ∞ 
بهینه داریم

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

مسئله
بعدی غیرخطی2

: تابع هدف غیرخطی( مثال
رویه سهموی محدب

x1

x2

Z= cte: هر منحنی
تابع هدف  غیرخطی

یا
برخی محدودیتها غیرخطی

جواب بهینه لزوماً روی یکی از 
گوشه های ناحیه امکانپذیر نیست

یافتن جواب بهینه 
بسیار مشکل تر از برنامه ریزی خطی

Zکاهش 

لزوماً یکنوا صعودی یا نزولی

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑿
S.t.
𝑔𝑗 𝑿 ≥ 𝑏𝑗 𝑗 = 1,2, … , 6

x1

x2

Zکاهش 

3

1 6

5
2

4



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑿
S.t.
𝑔𝑗 𝑿 ≥ 𝑏𝑗 𝑗 = 1,2, … , 6

x1

x2

Zکاهش 

3

1 6

5
2

4



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت

3

2

3

2

.است𝛁𝒈𝟑و 𝛁𝒈𝟐بین 𝛁𝒁، حتماً در این نقطه، باشد𝒈𝟑و 𝒈𝟐محدودیتهای اگر جواب کمینه در تقاطع 

(.را کاهش داد𝒁همچنان میتوان )آن نقطه کمینه نیست : نیست𝛁𝒈𝟑و 𝛁𝒈𝟐بین 𝒈𝟑 ،𝛁𝒁و 𝒈𝟐محدودیتهای در تقاطع 



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت

«هم علامتی»تعمیم 
در نقطه کمینه

در نقطه کمینه

𝛻𝑍بردار  𝑋∗در بین بردارهای گرادیان محدودیتهای محدودکننده قرار می گیرد.

𝛻𝑍 𝑋∗ = 𝑢2𝛻𝑔2 𝑋∗ + 𝑢3𝛻𝑔3 𝑋∗

3

2

𝛻𝑔 𝑋∗ = (
𝜕𝑔(𝑋∗)

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑔(𝑋∗)

𝜕𝑥2
)



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت

𝝏𝒁(𝑿∗)

𝝏𝒙𝒊
=  

𝒋

𝒖𝒋

𝝏𝒈𝒋(𝒙
∗)

𝝏𝒙𝒊
∀𝒊

𝒖𝒋 ≥ 𝟎 ∀𝒋

𝒖𝒋 𝒃𝒋 − 𝒈𝒋(𝑿
∗) = 𝟎 ∀𝒋

𝒈𝒋 𝑿∗ ≥ 𝒃𝒋 ∀𝒋

در نقطه کمینه

شرایط درجه اول بهینگی
First Order Conditionsشروط کوهن تاکر

Kuhn-Tucker Conditions

مبه تعداد متغیرهای تصمی

به تعداد محدودیتها

شروط لازم



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

شرایط درجه دوم بهینگی
Second Order Conditions

.باشداکیداً محدب ∗𝐗تابع در 

.دباشنقاط، محدب تابع در سایر 

.باشدامکانپذیر محدب ناحیه 

شرط کافی

Convex: ناحیه متشکل از محدودیتهای خطی

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت

ع؟نقطه کمینه جهانی تاب: مثال

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1
2 + 2𝑥2

2 + 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥1 − 4𝑥2
S.t.
𝑥1 + 𝑥2 ≥ 2

𝛻𝑍 𝑥1, 𝑥2 = [ 2𝑥1 + 2𝑥2 − 2 , 4𝑥2 + 2𝑥1 − 4 ]
:بهینگیشرایط درجه اول 

𝝏𝒁(𝑿∗)

𝝏𝒙𝒊
=  

𝒋

𝒖𝒋

𝝏𝒈𝒋(𝒙
∗)

𝝏𝒙𝒊
∀𝒊

𝒖𝒋 ≥ 𝟎 ∀𝒋

𝒖𝒋 𝒃𝒋 −𝒈𝒋(𝑿
∗) = 𝟎 ∀𝒋

𝒈𝒋 𝑿∗ ≥ 𝒃𝒋 ∀𝒋

2𝑥1
∗ + 2𝑥2

∗ − 2 = 𝑢

4𝑥2
∗ + 2𝑥1

∗ − 4 = 𝑢

𝑢 2 − 𝑥1
∗ − 𝑥2

∗ = 0

𝑥1
∗ + 𝑥2

∗ ≥ 2

𝑢 ≥ 0

𝑢 = 0 → 𝑋∗ = (0,1)

𝑢 > 0 →  
𝑢∗ = 2

𝑋∗ = (1,1)

𝑍 1,1 = −1 > 𝑍 0,1 = −2



مفاهیم پایه ای در کمینه سازی

محمد تمناییتحلیل سیستمهای حمل و نقل

کمینه سازی چندمتغیره با محدودیت

ع؟نقطه کمینه جهانی تاب: مثال

𝑀𝑖𝑛 𝑍 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1
2 + 2𝑥2

2 + 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥1 − 4𝑥2
S.t.
𝑥1 + 𝑥2 ≥ 2

:دوم بهینگیشرایط درجه 
𝛻2𝑍 . =

2 2
2 4

ℎ = (𝑥1, 𝑥2) ≠ (0,0)

ℎ. 𝛻2𝑍 . . ℎ𝑇 = 𝑥1, 𝑥2 .
2 2
2 4

.
𝑥1
𝑥2

= 2(𝑥1 + 𝑥2)
2+2(𝑥2)

2> 0

 استاکیداً محدب (𝟏,𝟏)نقطه سکون در تابع.
تابع در سایر نقاط، شرط محدب بودن را دارد  .
محدودیت خطی است، ناحیه امکانپذیر محدب است.

.نقطه کمینه جهانی است(𝟏,𝟏)نقطه پس 
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